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Аннотация. Актуальность и цели. Объектом исследования является выразимость 
рациональных вероятностей путем преобразования булевыми функциями случайных 
величин с распределениями из некоторого начального множества. Одним из важных 
вопросов при исследовании выразимости является конечная порожденность мно-
жеств распределений, т.е. возможности с использованием некоторого конечного 
набора начальных распределений выразить все распределения из требуемого класса. 
В рамках данной работы исследуется конечная порожденность вероятностей, выра-
жаемых пятеричными дробями, при преобразованиях случайных величин функцией 
голосования. Материалы и методы. Для изучения выразительных возможностей 
преобразователей вероятностей используются методы, совмещающие теорию буле-
вых функций и математический анализ, а также элементарная теория чисел. Резуль-
таты. В данной работе показано, что преобразования случайных величин с распре-
делениями из конечного множества с помощью функции голосования не позволяют 
выразить все вероятности, записываемые пятеричными дробями. Выводы. В работе 
доказана бесконечная порожденность класса рациональных вероятностей при преоб-
разованиях функцией голосования, являющейся достаточно мощным преобразовате-
лем вероятностей. Хотя использованные методы не переносятся непосредственно на 
другие важные преобразующие системы (например, «конъюнкция, дизъюнкция»), 
они предоставляют нетривиальный пример доказанной бесконечной порожденности 
класса вероятностей. 
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Abstract. Background. The object of the research is the expressibility of rational probabilities 
by transforming random variables with distributions from some initial set by Boolean func-
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tions. One of the important questions in the study of expressibility is the finite generation of 
the sets of distributions, i.e. the possibility of expressing all distributions from the required 
class using some finite set of initial distributions. Within the framework of this work, we in-
vestigate the finite generation of probabilities expressed by fivefold fractions when trans-
forming random variables by the voting function. Materials and methods. To study the ex-
pressive capabilities of probability converters, methods are used that combine the theory of 
Boolean functions and mathematical analysis, as well as elementary number theory. 
Results. In this article, it is shown that transformations of random variables with distribu-
tions from a finite set using the voting function do not allow one to express all the probabil-
ities written in fivefold fractions. Conclusions. The work proves the infinite generation of 
the class of rational probabilities under transformations by the voting function, which is a 
rather powerful probability transformer. Although the methods used do not carry over di-
rectly to other important transformative systems (for example, “conjunction, disjunction”), 
they provide a non-trivial example of the proven infinite generation of the probability class. 
Keywords: Bernoulli random variable, majority function, finite generativeness, random 
variable transformation 
For citation: Trifonova E.E. On infinite generativeness of quinary fractions in a class of 
probability transformers. Izvestiya vysshikh uchebnykh zavedeniy. Povolzhskiy region. Fizi-
ko-matematicheskie nauki = University proceedings. Volga region. Physical and 
mathematical sciences. 2021;1:39–48. (In Russ.). doi:10.21685/2072-3040-2021-1-4 

Введение 
В настоящее время понятие «преобразователя вероятности» – детерми-

нированного устройства, получающего на входе значения случайных величин 
и осуществляющего вычисления с ними, тем самым генерирующего новые 
случайные величины с иными распределениями, регулярно возникает в рабо-
тах различных авторов. Одним из вариантов таких преобразователей являют-
ся «алгебраические» – порождающие новую случайную величину путем при-
менения алгебраических операций к конечному набору случайных величин. 
Свойства таких преобразователей рассматриваются, например, в [1–7]. Дан-
ная работа также посвящена исследованию таких преобразователей для бер-
нуллиевских случайных величин. В качестве преобразующих операций рас-
сматриваются булевы функции. 

Преобразования бернуллиевских случайных величин с рациональными 
вероятностями весьма подробно изучены в работах Р. Л. Схиртладзе,  
Ф. И. Салимова и Р. М. Колпакова. Одним из важных вопросов для множеств 
бернуллиевских распределений является вопрос о конечной порожденности, 
т.е. возможности получения всевозможных бернуллиевских распределений  
с компонентами из заданного множества рациональных чисел путем приме-
нения алгебраических преобразований из заданного класса к случайным ве-
личинам с распределениями из некоторого конечного множества начальных 
распределений. 

Распределение бернуллиевской случайной величины полностью опре-
деляется ее вероятностью обращения в единицу, поэтому далее, говоря о бер-
нуллиевских распределениях, будем отождествлять их с числами из отрезка 
[0;1]. В работах Р. Л. Схиртладзе [7, 8] установлено, что преобразования с 
помощью конъюнкций и дизъюнкций (& и ∨ ) позволяют из единственного 
начального распределения 1

2  породить все множество двоично-рациональ-
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ных распределений. То же верно для троично-рациональных распределений  
и множества начальных распределений { }1 2;3 3 . При этом для простого числа 

r > 3 доказано, что множество начальных распределений { }1 2 1, ,..., r
r r r

−  не 

порождает всего множества r-ично рациональных распределений. В работе 
[7] высказана гипотеза, что для простых r > 3 не существует конечного мно-
жества бернуллиевских распределений, порождающего все множество r-ично-
рациональных распределений. Эта гипотеза до настоящего момента не под-
тверждена и не опровергнута.  

Дальнейшие результаты в этой области были получены Ф. И. Салимо-
вым [9–11]. Он показал, в частности, что множества r-ично-рациональных 
распределений являются конечно порожденными при использовании в каче-
стве системы преобразующих операций набора функций { }1 2 1 3,0,1x x x x∨ . 
При этом в качестве множества начальных распределений можно 

взять{ }1 2 1, ,..., r
r r r

− . 

В работах Р. М. Колпакова показано [12, 13], что для множеств рацио-
нальных бернуллиевских распределений Γ[r1,…,rs], у которых в разложении 
знаменателя на простые множители могут встречаться числа r1, …, rs, отно-
сительно преобразований системой { }&,∨  при s ≥ 2 всегда существуют ко-
нечные множества начальных распределений, порождающие всю совокуп-
ность Γ[r1,…,rs]. Более того, если среди r1, …, rs встречается 2 или 3, в каче-
стве множества начальных распределений можно взять все правильные дроби 
со знаменателем 1 sr r⋅ ⋅ . Также в работе [6] предложены усиления системы 
{ }&,∨  в классе функций, реализуемых контактными схемами, относительно 
которых множества распределений Γ[5] и Γ[7] оказываются конечно порож-
денными. Наконец, в работе [14] предложена система монотонных функций, 
относительно которой множество Γ[r] при любом простом r порождается 
множеством всех правильных дробей со знаменателем r.  

Таким образом, к настоящему моменту вопрос о конечной порожден-
ности множеств Γ[r] относительно системы { }&,∨  при r > 3 остается откры-
тым, но получен ряд результатов о конечной порожденности этого множества 
в более сильных системах. При этом содержательных «отрицательных» ре-
зультатов, свидетельствующих о бесконечной порожденности множеств Γ[r] 
относительно каких-либо систем, практически нет. В настоящей работе мы 
изучаем вопрос конечной порожденности множества Γ[5] относительно пре-
образования функцией голосования (медианой). Хотя полученные результаты 
не позволяют непосредственно сделать какие-то выводы о конечной порож-
денности относительно системы { }&,∨ , они представляют собой пример до-
казанной бесконечной порожденности относительно достаточно мощной 
преобразующей системы: как следует из результатов [15], система из медиа-
ны, так же как и система { }&,∨ , позволяет из конечного множества началь-
ных распределений породить множество, всюду плотное на отрезке [0;1]. 
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1. Определения 

Пусть x – случайная величина, принимающая значения 0 и 1. Если x 
принимает значение 1 с вероятностью p, то вероятность значения 0 равна  
(1 – p), т.е. распределение случайной величины x однозначно определяется 
вероятностью ее обращения в 1. Далее будем считать, что каждой случайной 
величине, принимающей значения 0 и 1, сопоставлено число p ϵ [0;1]. 

Будем рассматривать преобразования, осуществляемые в результате 
подстановки независимых в совокупности случайных величин со значениями 
0 и 1 вместо переменных булевых функций. Если ( )1,..., :nf x x  {0,1}n →{0,1} – 

некоторая булева функция, то вероятностная функция ( )1
ˆ ,..., :nf x x  

[0;1] [0;1]n → , индуцированная булевой функцией ( )1,..., nf x x , определяется 
соотношением 

( )
1 2

1 2

1 2
( , ,..., ): 1

( , ,..., ) 1

ˆ ( , ,..., ) (1 )
n

n

n

n i i i i
x x x i
f x x x

f p p p x p x p
=

=

= + − ∏ . 

Содержательно ( )1
ˆ ,..., nf x x  выражает вероятность того, что случайная 

величина ( )1,..., nf x x  принимает значение 1, если вероятности обращения  
в единицу величин x1,…, xn равны p1,…, pn соответственно. 

Напомним, что булева функция m(x,y,z), определяемая как m(x,y,z) = 
= x&y ˅ y&z ˅ x&z, называется медианой или функцией голосования. Индуци-
рованная медианой функция вероятностей ˆ ( , , )m x y z  выражается следующим 
образом: 

ˆ ( , , ) (1 ) (1 ) (1 ) 2m x y z xyz xy z x yz x y z xy yz xz xyz= + − + − + − = + + − . 

Введем обозначение для множества чисел, выразимых правильными  

r-ичными дробями, где r – простое число: [ ] ,mr m r
r

α
α

 Γ = ≤ α∈Ν 
 

. Тогда,  

в частности, Γ[5] – множество чисел, выразимых с помощью пятеричных 
правильных дробей. 

Также для удобства введем обозначения для некоторых подмножеств 

пятеричных дробей, положив 1 2 5 1(5 ) , ,...,
5 5 5

i
i

i i iA
 − =  
  

 и 
1

(5 )k i
k i

A A
=

= .  

Объектом исследования настоящей работы является выразимость рацио-
нальных вероятностей путем преобразования булевыми функциями (медианой) 
случайных величин с распределениями из некоторого начального множества 

[0;1]G ⊆ . Формально определим множество выразимых вероятностей V(G) 
следующим образом: во-первых, любой элемент g G∈  включается в V(G);  
во-вторых, если g1, g2, g3 уже включены в V(G), то 1 2 3ˆ ( , , )m g g g  также включа-
ется в V(G); иных элементов множество V(G) не содержит. В обозначениях  
работы [1] определенное нами множество V(G) записывается как V{m}(G).  
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В рамках данной работы будем исследовать, выполняется ли равенство 
V(Ak) = Γ[5] для какого-либо k, т.е. можно ли выразить произвольную пяте-
ричную дробь, используя медиану и множество Ak в качестве начального. 

2. Основные утверждения 

Лемма 1. Функция ˆ ( , , )m x y z  является возрастающей по каждому из ар-

гументов на множестве 
31 2

1 1 2 2 3 3

1 5 1 1 5 1 1 5 1; ; ;
5 5 5 5 5 5

kk k

k k k k k k

    − − −× ×     
         

 и прини-

мает минимальное и максимальное значения в точках 
1 2 3

1 1 1, ,
5 5 5k k k

 
 
 

 и 

31 2

1 2 3

5 1 5 1 5 1, ,
5 5 5

kk k

k k k

 − − −
  
 

 соответственно. 

Доказательство. Рассмотрим ˆ ( , , )m x y z как функцию трех переменных. 
Тогда частные производные по каждой из трех переменных могут быть запи-
саны как 

ˆ 2 ,
ˆ 2 ,
ˆ 2 .

x

y

z

m y z yz
m x z xz

m x y xy

 ′ = + −
 ′ = + −
 ′ = + −

 

В особых точках частные производные функции по каждой из трех пе-
ременных должны обращаться в ноль, т.е.: 

2 0,
2 0,
2 0.

y z yz
x z xz
x y xy

+ − =
 + − =
 + − =

 

Отсюда получаем, что особыми являются только точки (0,0,0) и (1,1,1), 

которые не принадлежат области 
31 2

1 1 2 2 3 3

1 5 1 1 5 1 1 5 1; ; ;
5 5 5 5 5 5

kk k

k k k k k k

    − − −× ×     
         

. 

Заметим, что на области определения все частные производные 
больше 0, функция возрастает по каждой из переменных.  

Следовательно, в рассматриваемой области в силу возрастания функ-
ции и отсутствия особых точек внутри нее минимальное значение функция 

принимает в точке 
1 2 3

1 1 1, ,
5 5 5k k k

 
 
 

, а максимальное – в точке 

31 2

1 2 3

5 1 5 1 5 1, ,
5 5 5

kk k

k k k

 − − −
  
 

. □ 

Следствие 1. Пусть 
15k

ax = , 
25k

by = , 
35k

cz =  – правильные дроби. То-

гда справедлива следующая оценка для значения ˆ ( , , )m x y z : 
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3 3 31 2 1 2 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3

5 5 5 2 5 5 5 5 5 5 2ˆ , ,
5 55 5 5

k k kk k k k k k

k k k k k k k k k
a b cm+ + + +

 + + − ⋅ ⋅ − − − +≤ ≤ 
 

.  (1) 

Доказательство. Согласно лемме 1 наименьшее значение на дробях со 

знаменателями 15k , 25k , 35k функция m̂ принимает в точке 
1 2 3

1 1 1, ,
5 5 5k k k

 
 
 

, 

тогда  

31 2

1 2 1 3 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 1 1 5 5 5 2ˆ ( , , ) 2
5 5 5 5 5

kk k

k k k k k k k k k k k km x y z + + + + + + +
+ + −≥ + + − ⋅ = . 

Аналогично используем лемму 1 для оценки наибольшего значения: 

3 31 2 1 2

1 2 1 3 2 3

(5 1)(5 1) (5 1)(5 1) (5 1)(5 1)ˆ ( , , )
5 5 5

k kk k k k

k k k k k km x y z + + +
− − − − − −≤ + + −  

3 1 2 3 31 2 1 2

1 2 3 1 2 3

(5 1)(5 1)(5 1) 5 5 5 5 22
5 5

k k k k kk k k k

k k k k k k

+ +

+ + + +
− − − − − − +− ⋅ = . □ 

Утверждение 1. Если 
15k

ax = , 
25k

by = , 
35k

cz =  – несократимые пра-

вильные дроби, 1 2 3, ,k k k N∈ , то значение ˆ ( , , )m x y z  не может быть пред-

ставлено в виде 
5h
B , где B N∈ , h < k1 + k2 + k3. 

Доказательство. Предположим, что ˆ ( , , )
5h
Bm x y z = , где h < k1 + k2 + k3, 

тогда 1 2 3 ˆ5 ( , , )mod5 0k k k m x y z+ + ⋅ = . Подставляя значения x, y, z в функцию m̂ , 
получим равенства: 

3 1 2
1 2 3 1 2 3

1 2 3

5 5 5 2ˆ ( , , ) 5 mod5 5 mod5
5

k k k
k k k k k k

k k k
ab bc ac abcm x y z + + + +

+ +
+ + −⋅ = ⋅ =  

3 1 25 5 5 2 mod5 2 mod5k k kab bc ac abc abc= ⋅ + ⋅ + ⋅ − = − . 

Тогда, если наше предположение верно, то 2abc mod 5 = 0. Это может 
быть выполнено, только если a, b или c равны нулю mod 5. Однако это не-

возможно, поскольку по условию дроби 
15k

a , 
25k

b , 
35k

c являются несократи-

мыми и правильными.  
Отсюда получаем, что значение ˆ ( , , )m x y z  не может быть представлено 

в виде
5h
B , где h < k1 + k2 + k3. □ 

Утверждение 2. Для любых чисел 1 2 3, ,k k k N∈ , удовлетворяющих  

k1 + k2 + k3 = l, выполняется: 31 2 35 5 5 3 5
l

kk k
 
  + + ≥ ⋅ . 
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Доказательство. Функция ( ), , 5 5 5x y zx y zϕ = + +  возрастает по каж-
дой из переменных. Так как k1 + k2 + k3 = l, то возможны два варианта: 

1. Одно из значений 1 2 3, ,k k k  больше 3
l 
  

. 

2. Выполнено условие 1 2 3, , 3
lk k k  ≤   

. 

Рассмотрим первый случай. Без нарушения общности можно считать, 

что 1 3
lk  >   

. Тогда получаем:  

3 31 2 2 3 335 5 5 5 5 5 5 5 5 3 5
l ll

k kk k k
 
  

   
   + + ≥ ⋅ + + > ⋅ > ⋅ , 

что доказывает утверждение в первом случае. 
Рассмотрим второй случай, когда 1 2 3, , 3

lk k k  ≤   
. Это возможно только 

в том случае, когда l  делится на 3 и 1 2 3 3
lk k k= = = . Тогда получаем:  

31 2 335 5 5 3 5 3 5
ll

kk k
 
  + + = ⋅ = ⋅ , 

что доказывает утверждение во втором случае.□ 
Отметим, что утверждение 2 частично следует из S-выпуклости функ-

ции ( ), ,x y zϕ  (см. [16]), однако во всей полноте его проще доказать непо-
средственно, чем выводить из более общих свойств. 

Утверждение 3. Для любого ,l N∈  3,l >  найдется такое D, что 
5l
D  не 

представимо в виде 
1 2 3

ˆ , ,
5 5 5k k k
a b cm 

 
 

, где 
1 2 3

, ,
5 5 5k k k
a b c  – несократимые пра-

вильные дроби, a, b, c, k1, k2, k3 ϵ N. 

Доказательство. Положим 33 5 3
l

D
 
  = ⋅ − . Очевидно, что 

5l
D  является 

правильной несократимой дробью. 

Предположим, что дробь 
5l
D  может быть выражена путем применения 

ˆ ( , , )m x y z  к трем пятеричным дробям со знаменателями 15k , 25k , 35k , и рас-
смотрим различные случаи соотношения между k1 + k2 + k3 и l.  

Если l = k1 + k2 + k3, то по утверждению 2 и следствию 1 получаем: 

31 2

1 2 3

33 5 2 5 5 5 2 ˆ , ,
5 5 5 5 5 5

l
kk k

l l l k k k
D a b cm

 
    ⋅ − + + −< ≤ ≤  

 
. 

Таким образом, случай k1 + k2 + k3 = l невозможен. 
Из утверждения 1 вытекает невозможность случая l < k1 + k2 + k3. 
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Наконец, если предположить, что l > k1 + k2 + k3, и при этом выполнено 

равенство 
1 2 3 1 2 3

ˆ , ,
55 5 5 5k k k k k k l

a b c B Dm + +
 

= = 
 

, то 1 2 3( )5l k k kD B − + += ⋅ , откуда 

mod5 0D = , что противоречит тому, что 
5l
D  – несократимая дробь. 

Следовательно, ни для каких a, b, c, k1, k2, k3 нельзя представить дробь 

33 5 3
5

l

l

 
  ⋅ −  в виде 

1 2 3
ˆ , ,

5 5 5k k k
a b cm 

 
 

. Утверждение доказано. □ 

Теорема 1. Для любого k N∈  имеет место V(Ak) ≠ Γ[5]. 
Доказательство. Пусть задано какое-то k. Возьмем l = k + 1. Тогда 

дробь 
33 5 3
5

l

l

 
  ⋅ − , очевидно, будет являться правильной и несократимой. 

Представим все дроби, содержащиеся в kA , в несократимом виде. Тогда для 

33 5 3
5

l

l

 
  ⋅ −  выполняется следующее: 

1. Она не лежит в kA , поскольку l > k. 
2. Если бы она принадлежала ( )kV A , то в силу утверждения 1 она 

должна выражаться путем подстановки в ˆ ( , , )m x y z  элементов из kA . Однако 
последнее невозможно в силу следствия 1 (см. доказательство утв. 3). 

Следовательно, по определению 
33 5 3 ( )
5

l

kl V A

 
  ⋅ − ∉ . Отсюда получаем, 

что ( ) [5]kV A ≠ Γ , какое бы k мы не взяли. Теорема доказана.□ 
Следствие 2. Какую бы конечную систему [5]G ⊂ Γ  мы ни взяли, вы-

полняется неравенство ( ) [5]V G ≠ Γ . 

Заключение 
Таким образом, в данной работе было показано, что с помощью функ-

ции, индуцированной медианой, и конечного множества пятеричных дробей 
невозможно выразить произвольную пятеричную дробь. 
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